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FUNCIONES

Vamos a empezar a hablar de Funciones. Supongamos que queremos saber cudntos
alumnos hay por aula. Voy aula por aula y cuento. Hago una tabla:

A LA \ Alumpgs

3o 90
i go
320 100

De esta manera establecemos una relacidn entre el aula y el ndmero de alumnos.
El conjunto del cual salimos lo llamo dominio de la funcion. Al conjunto de llegada
lo llamo codominio de la funcién. Si para cada elemento del dominio, tengo un solo
elemento del codominio, tengo una funcion.

Supongamos que tengo un barril que vacio pesa 3 Kg. Si le agrego agua, el peso del
barril va a aumentar. Como cada litro de agua pesa 1 Kg. La tabla me va a quedar asi:

f@ LITRas pela

a ot o | 3k

L__\,,_J 3116’(‘3

Esto que hice fue establecer una relacion entre los litros que pongo y el peso del
barrilito de cerveza. Puedo simbolizar esto ast:

Conjunto X cwaunh
Rorkidn — "’3 £
(betiNto) Ly Thos (&DOMWN)
&

Hacer una tabla con algunos valores es dar una funcién. Sin embargo, esto no sirve
mucho porque... ¢ qué pasa si yo pongo un litro y medio ? O raiz de 2 litros ?
De manera que otra forma de establecer una funcion es dar su grdfico.
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Dibujo ahora el peso del barril en funcién de la cantidad de agua que pongo :

A
Pes U"ﬂ CRAFICO DL PesD
[9 - DEL BARML en
Y FuMClON Dg LaS
K} LTRSS QUE PONGo

T - }
p 12 Litess

Las funciones pueden ser discretas o continuas. Cuando hablo del nimero de
personas por aula, estoy hablando de una funcion discreta. Cuando hablo de los
litros que pongo estoy hablando de una funcion continua.

Existe otra forma de dar una funcién que es dar su formula. Para decir de donde a
donde va la funcién uso la siguiente notacion:

F: N — IR (,Um&. Fonctes Gt va

: P 1 de los natyurales o los Reales)
F™5 natoralg ¥l rasle

La funcién también podria ir de los reales a los reales o cualquier otra combinacidn.
Por ejemplo:

f: IR— R
fr R— IN vk
Supongamos ahora que tengo la siguiente funcion:
‘F(_m) : ™N ——> Z <«-- Enteros
€x)'IR>0 — R0

wn  fxy = -%(9—

Hago una tabla para esta funcion: M } F(m)
1 10
i A
&—~ £ - M
Y 25 (m) o
< 2
10 1
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Vamos a un ejercicio. Una cosa para ser funcion tiene que salir de 1 punto y llegar a
un solo punto. Por ejemplo, supongo que me dan esto:

Me Prdan  dutetng,.

£t 4 Buactor v-no

Lo que hago es trazar rectas verticales. Si las rectas cortan al grdfico en 1 solo
punto, tengo una funcion. Esto es porque a cada punto del dominio, le debe
corresponder un solo punto del codominio.

EStas reclas Ml(f\&(

orbar  n ua Salo punto,
=7 ES Fumclol
*
Este caso también es funcion
\ EL Punvcion (lag
rectas  Corlan 2
— un ol Pu/\l-o)

<« Ne n funcoi. [obrm reda
‘ SUPU'P“U-S’"‘& [ carle “

A B lf‘oj fu\/\{»o_q)
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« %o 5.

El domino de la funcidn serdn todos los puntos que tienen alguna imagen. El
codominio serad el conjunto que contenga a la imagen. En este caso:

Domivie: IR 2a
Eaypn ¢ IR 2> b
CoDopuvto : IR . (o R>0)

L.
o |
FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Esto es fdcil. Fijate: Una funcién crece cuando va en subida. Una funcion decrece
cuando va en bajada.

FunvCloves
&« Creaenres
Y
+ >

CRECLENT E bechecienre

Desde el punto de vista matemdtico esto se pone ast:

X1< X2 = f(x1) < f(x2) <«—— FUNCION CRECIENTE
X1< X2 = f(x1) > f(x2) <«—— FUNCION DECRECIENTE

MAXIMOS Y MINIMOS

Cuando la funcidn tiene una montaiia, digo que tiene un maximo. Cuando tiene un
valle, digo que tiene un minimo. Una funcién puede tener varios mdximos o varios
minimos. Si el mdximo es el mds grande de todos los que tienen la funcion, digo que
es un maximo absoluto. Lo mismo para los minimos.

En realidad, desde el punto de vista de matemdtico (riguroso) una funcion tendra un
maximo o un minimo cuando cambie el estado de crecimiento (de creciente a decre-
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ciente o viceversa). Si la funcidn crece entre los puntos 1y 2, digo que el intervalo
de crecimiento es (1, 2). Dar el intervalo de crecimiento (o decrecimiento) es decir
en qué puntos la funcion crece (o decrece). Fijensé este dibujito :

N &— Raxirwo abyoufo
Wntme hlabiV e

= MaXims redabive

=

En matemdtica es muy importante que cuando vean una funcion puedan decir cudles
son sus intervalos de crecimiento, decrecimiento, maximos, minimos y todo eso.
Fijensé este ejemplo.

Py es:

CReEgenvty BN (o, 3)

1
X |
0 3 s —> <::| PECRECIENTE BN ( 3,5)

CRETIENTE pEcp. CREC.

Vamos a hacer un ejercicio. Es importante que aprendas a interpretar enunciados.
Eso queremos.

UNA FAMILIA QUE POR MES RECORRE 3.000 KM EN UN AUTO SE PLANTEA LA
POSIBILIDAD DE INSTALAR UN EQUIPO DE GAS. LA INSTALACION DEL
EQUIPO CUESTA 1500 $. UN LITRO DE NAFTA CUESTA 0,69 $. CON 1 Litro DE
NAFTA RECORRE 14 Km. CON 0,8 m® DE GAS TAMBIEN RECORRE 14 Km. EL GAS
CUESTA 0,32 $ EL m*. SE PIDE:

HALLAR LA FUNCION QUE MIDE EL GASTO (EN $ ) DE COMBUSTIBLE EN
FUNCION DEL TIEMPO SI SE USA NAFTA. IDEM EN CASO DE QUE SE UTILICE
GAS ( INCLUIDO EL GASTO DE LA INSTALACION )

En los 2 casos la variable va a ser el tiempo medido en meses. Vamos a empezar con
la funcion del gasto de combustible. El tipo hace 3000 Km. por mes y con 1 Litro de
nafta recorre 14 Km. Entonces:

= 214,28 Litros /mes

Por mes gasta: 30;)&
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Lo que gasta en plata va a ser: (1 Litro de nafta cuesta 0,69 $ )
214,28 L/mes x 0,69 $/Litro = 147,85 $/mes

Si por mes gasta esto, la funcién que me da el gasto en funcion del tiempo es:
fir) = 147,85 $/mes x t (en meses)

Vamos a la parte b). Con 0,8 m* la familia Dongo recorre 14 Km. La cantidad de m®
que gastan al recorrer 3.000 Km es:

PV Y J
Yooe KM X -~ 3000 K. 0, (™
A K~

2 GASTO MENSUAL = 171,42 m® de gas

Es decir que en plata, lo que gasta es: 171,42 m3x 0,32 $/m3=54,85 $/mes

Si le sumo lo que sale la instalacion, el gasto en funcidn del tiempo si uso gas es:

Chyid.
il
I
4]
]
L]
}
1”
[
gy
W

LT
ingggitt

It
;||. I'..l..":n-

Adelantémonos un poco al tema de funciones lineales. Represento las dos funciones
que obtuve. Puedo hacerlo dando valores. Me van a dar 2 rectas

) Feey (NofFta)
fo=tugt i ki
5.[1;'&_: 1500 +5s51 TP et — i g‘“} iﬂ.u,}
4590 E E
: : 4
o t‘ 20 t [.mi{.!)

Supongamos que quiero saber a partir de cuantos meses se amortiza la instalacién.
Eso significa hallar el punto en donde se cortan las rectas, es decir t*.

Tgualo: f(t)=g(t) = 148t=1500+551
= 148 + - 55 t = 1.500
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=93 t=1500

=t =16,1 meses

OTRO EJEMPLO

Supongamos que hay una empresa que tiene unos ingresos (en plata) que vienen
dados por la funcién i(t) (t en dias). Los gastos a su vez vienen dados por g(t).
¢ Qué representa la funcién h(+) = i(t) - g(+) ?

Rta: Bueno, si a lo que entra le resto lo que salte, lo que me queda es la ganancia
neta de la empresa. Es decir:

h(1) = i(t) - g(+) = ganancia neta

¢ Para que sirve este ejemplo ? Bueno, solamente para que veas que las funciones
se pueden sumar y restar.

OTRO EJEMPLO

Supongamos que tengo un pais determinado tal que h(t) representa a la cantidad
de habitantes de ese pais en el tiempo t (+ en afios). La funcidn g(t) representa el
consumo por habitante en funcion del tiempo. Se pregunta:

a) ¢Cudl es el consumo total de ese pais en el afio 1?
Igual que antes lo que hago es:

CONSUMO POR HABITANTE x CANTIDAD DE HABITANTE = CONSUMO TOTAL

= Si f(t) es el consumo total:

FUNCION QUE DA EL

f(t) = h(thxg(t) “—— CONSUMO TOTAL

Acd ves como una funcion puede ser producto de 2 funciones. Ahora, ¢ Cudnto valen
las funciones h y g ? Rta: Bueno, no lo sé. Pero su producto da el consumo total.

EJEMPLO

Che, ¢ se callan ? Vamos a hacer un ejercicio. Se quiere hacer una caja partiendo
de una cartulina de 30 cm x 40 cm. Se pide calcular el volumen de la caja.

40—t < CA)A
CARTVLY NA \ T \' X
SRR
30-2X
X l +Ho-2X —s

-

4
X
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El volumen de la caja serd: Vol = ancho « alto-largo. Es decir:
V=(40-2x) (30-2x).x

Ahora, X no va a poder tfomar valores mayores que 15 cm. Porque sino no tendria
caja. Tampoco x puede ser hegativo. Entonces digo que la funcién que me da el
volumen de la caja en funcidn de x es:

V(x)=(40-2x)(30-2x).x con O0<x<15

¢ Como hago si quiero graficar esto ? Bueno lo que hago es darle valores a x (entre
Oy 15 )y sacar los de V(x).

Vamos a otro ejemplo

Supongamos que los precios de la electricidad son los siguientes:

2,38 $ costo fijo que paga todo el mundo
0,0634 $ / kilowatt si uno consume menos de 126 Kwh.
0,094 $ / kilowatt si uno consume mds de 126 Kwh.

Encima de esto, se cobra 17,20 % de impuesto sobre el total consumido. De manera
que voy a tener 2 funciones: una para consumo mayor que 126 Kwh. y otra p/
consumo menor que 126 Kw-h. Si no hubiera que pagar ese 17,20 % de mads, lo que
habria que pagar seria:

00634 . A +2,38 S¢ X< 126 Kwy
-FCx):

Ahora, para aumentar una cosa un 17,20 % lo que se hace es multiplicar a todo por
17.20

00 Y sumdrselo a lo que uno ya tenia. (Esto hay que pensarlo un poco)

De manera que la funcién que me dice lo que tengo que pagar (f(x)) en funcién de los
kilowats-hora que consumo (x) va a ser lo que tenia antes multiplicado por

17,2 17,20 17,2 .
14172 a(1+—J . Esto es porque hacer la cuenta a+ [ 7 Oja es lo mismo
100 100 100

que hacer ( Lo que hice es sacar a factor comun).

La funcién queda:

1,13 = [G'ﬂﬁiﬁl.lflr]?] St X € 1% Nwr -k
Fu <

442 E_th rO0li4. 126 +0,0qy L.H’-ur.}] SUC K> 42
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Esta funcion asi definida es lo que el problema pedia calcular. Teniendo la funcion ésta,
puedo calcular por ejemplo cudnto paga un tipo que consumio 122 Kw. (por ejemplo).
Para hacer eso, reemplazo x por 122 en la funcion para x < 126 Kwh.

Quedaria asi :
Plata a pagar = 1.172 x [ 0,0634 . 122 + 2,38]

Si el consumo fuera mayor a 126 Kw. (por ejemplo 130 Kw), la cosa quedaria:

Plata a pagar = 1.172 x [2,38 + 0,0634 x126 + 0,094 (130 - 126)]

FIN FUNCIONES
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FUNCIONES LINEALES

Son las funciones que tienen forma de linea recta. La expresién matemdtica es:

Fixy s mX +b €— Foncioh Livenr

La b es la ordenada al origen, es decir, el lugar donde la recta corta al ejey.Lam es
la pendiente de la recta. Esta pendiente se calcula haciendo la cuenta:

m = opuesto
adyacente

Supongamos que me dan la siguiente funcion lineal: f(xy= 2 x + 3. Voy a graficar esto.
¢Como hago? Y bueno. Le doy valores a x y saco los de f .

x | Fuy
0 3
-1 1
1 5

Hay algo importante que tenés que saber y es la cuestion de la pendiente. Tengo 3

casos. Mird :
iT peadunte Avla
Pandunte I N Pendunte
posibva > N regativa

M:O M= o PM:@

Ahora, ojo | Las rectas verticales no son funcion. Ver aca :

2l cosoeste

€— NO &S Fupcigp

Z

En este caso, la ecuacién de esta recta seria x = 2. Esto pasa porque otra recta
vertical superpuesta “"corta” a la recta x = 2 en mds de 1 punto. En realidad la corta
en o puntos porque estd superpuesta. Vamos a un ejemplo.



ASIMOV -31- FUNCIONES LINEALES

SE SABE QUE UNA FUNCION LINEAL TOMA LOS SIGUIENTES
VALORES: f(2) = 3 y f4) = 7. HALLAR LA ECUACION DE LA FUNCION

Bueno, lo que hago es escribir la ecuacién de una funcion lineal: f(x) = m x + b.
Reemplazo ahora por los valores que me dieron:

fe)=m.2+b=3
fo)y=m.4+b=7

Esto es un sistema de 2 ecuaciones con 2 incdgnitas. Lo puedo resolver por cualquier
método.

M+ b=y
Y Msa b3

Despejo b de la 1™y la reemplazo en la 2%
b=3-2m = 4m+(3-2m)=7

=>4m+3-2m=7 = 2m=7-3

m=2 | «— VALORDE LA PENDIENTE

Reemplazo ahora m = 2 en cualquiera de las ecuaciones y saco b. Fijate :

im4+b=3 = 2.2+4b=3

S Y4b=3 = b=3.y

-_a;» €— ORDENADA AL 0RusEN

Quiere decir que la funcién buscada es : fx)=2x-1

Ahora vamos a hacer esto para un caso general. Quiero obtener una formula general
que va a valer para todos los casos . La idea es poder ahorrarme de trabajar con un
sistema de 2 x 2 . Entonces :

Fixo = Yo
F[){ﬂ:\fl
L W"*" f"""l%-[-l-b:‘ff
A J(L-x— 19-»‘-‘{3_
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Voy a resolver este sistema restando miembro a miembro. A la 1™ ecuacién le
resto la 2%, Esto queda:

= M(X- :'{L) -‘-'\J“-."\f;_

FoaltuLA PAPA

SAcArR. LA
PENDIENTE

‘-'5‘_‘_; P""’l - \I"-.-Yl 6"—"'
J(1-)C1

Vamos a ver si cumple con el ejercicio anterior. Yo tenia f(2) = 3y f(4)= 7. Tonces:

X1=2,Y1-‘-3
X2=4,yZ=7

D Mo = -4 s 2 (WJ'IF"ECR)

Es decir, lo que hace la férmula es calcular la pendiente haciendo la cuenta opuesto
sobre adyacente.

OTRO EJEMPLO

USANDO LA FORMULA PARA LA PENDIENTE,
CALCULAR m SABIENDO QUE f(2)=1y f(5)= -3

Entonces, tengo que tener una funcién lineal del tipo f(x) = m x + b donde la
pendiente viene dada por la siguiente férmula:

ms= yi-Vyp
X1- X2

Eneste caso x2=5,y2=-3 y x1=2ey;=1Entonces:

m=-3-1=-4
_3 <::| PENDIENTE DE

5 - LA RECTA

V)

Fijate que me dio con signo negativo. ¢ Qué me indica el signo menos ?
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Rta: Bueno, que la pendiente es negativa, es decir que la recta tiene que ir asi:

i

f(x)=-4/3x+b = Reemplazo x por 2 y f(x) por 1:
1=-4/3.2+b = De acd despejo b que me da:
1+8/3=b

Ahora planteo que:

= b=11/3 <«— ORDENADA
AL ORIGEN

La funcidn lineal buscada es: f(x) = - 4/3 x + 11/3

OTRO EJEMPLO

UNA RECTA PASA POR EL PUNTO P = ( 3, -4) y SU PENDIENTE
ESm=- 2. HALLAR LA ECUACION DE LA RECTA:

Lo que hago es esto: La ecuacion tiene que ser: y=-2 x+b (porquem=-2)
Como la recta pasa por x = 3 ey = - 4, reemplazo y me queda:
-4=-2.3+b = -4+6=b
= b=2

La funcion dada va a quedar: y=-2x+2

OTRO EJEMPLO

Ahora me dan este grdfico y me piden hallar la ecuacion correspondiente. Mird
Es como si nos dieran 2 puntos. Sé que la recta corta al eje y en el punto -1.
Entonces

b = - 1. Ahora saco m. Los dos puntos por donde

pasa la recta son (-1, 0) y (O, -1). Tengo 2 puntos T f(x)

y puedo sacar la pendiente con: \

-1 1

m=yz-y1 = -1-0= -1 =-1.Dio negativo.
X2 = X1 0-(-1) 1

Esta ok porque la recta va asi: \
La ecuacion buscada va a ser: y=-1x-1
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INTERVALOS

Esto lo vas a entender mejor si ves un ejercicio. Fijate. Copien. Dicto:

EJERCICIO
DADAS f(x) y g(x) DETERMINAR EL CONJUNTO A DEFINIDO

Co Mo ; A:EX GIR/F{H}/%LY)}

Fox) = 3x+ 2
M S = 22X

Lo que tengo que calcular son los x que € a los reales tales que f(x) sea mayor o
igual que g(x). Es decir, planteo:
3x+222x-1

Resuelvo esta inecuacién pasando a un miembro todo lo que tiene x.
3x-2x2-1-2 = x2-3

Esta es la solucion analitica del problema. Voy a resolverlo ahora grdficamente.
Represento las 2 funciones:

A
IS FES TS o]
& Yo7 TX
/ A
7 x

-
™
\
-

Ahora, todos los x € R tal que y12y2 son los x > -3. Eso lo saco mirando el grdfico.
Veo que para cualquier x > -3 la recta y1 estd siempre por arriba de la yo.
Representando grdficamente el intervalo obtenido me queda:

N

(A
-3 — X A={xelR/ x;,j}

Vamos a otro ejemplo de intervalos. ¢ Si lo foman ? Si, lo toman, pero es fdcil.
Fijate:

DADAS f(x) y g(x) DETERMINAR EL CONJUNTO A DEFINIDO

fx)=-2x+1 y g(x)=4x+l.  Como: ALXER[fy »4w))
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Piden lo mismo que antes. O sea, dar el intervalo en donde f(x) > g(x). Bueno,
planteo entonces que f(x) > g(x), es decir:

2x+124x+1 = 1-124x+2x

= 026x = 0> x=>x<0

Entonces el conjunto solucion sera: A= { XelR /| X¢ 0}

Voy a representar las rectas en un grdfico para verificar lo que hallé:

¥ R Y= HK 11
1
Sl A~
Nqgy= -2x+e

Para hacer el grafico tuve en cuenta que las ordenadas al origen eran 1 para las
2 rectas y que en un caso la pendiente era positiva y en el otro -, por lo tanto las
rectas deberian ir asi .~ y asi ™Sa respectivamente.

Graficamente la representacion del conjunto A es:

v

Mirando el grdfico con las 2 rectas veo que siempre que tenga un x < O , la funcién
serd mayor que la g(x). (esto era justamente lo que yo buscaba).

FUNCION MODULO

Acd presten un poco de atencién porque siempre se confunden. Vamos a ver la
funcién MODULO de equis. Tomar médulo significa considerar el valor absoluto de
x. Esto se escribe: f(x) = [ x|. Esto lo vamos a usar mucho. Le doy valores a x y saco
los de f(x). Es decir, si x = 1, | x| serd 1. Si x = -1, el |x| serd también 1.
Matemadticamente la funcién médulo de x se define asi:

X 5S¢ X2o

Flg= x| — {

-¥X S¢ X<
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Represento esta funcidn:

Funrcton

—
MobduLp

“Q:lxl“—"’

Esta funcion es como la funcion y = x pero igual de los 2 lados. El eje Y es el eje de
simetria. Es como si el eje Y fuera un espejo.

EJEMPLO
GRAFICAR LA FUNCION f(x) = |x - 2]

Lo que hago es darle valores a x y formar una tabla:

FuNCloN
| X = 2

Esta funcion es igual a la funcién médulo de x ( Ix| ) pero toda corrida para alld —
en 2 lugares. Vamos a hacerlo ahora en forma analitica, es decir, aplicando la
definicién de mddulo.

Fijate. Tengo f(x) = |x - 2|. Eso significa que aplicando la definicién me queda:

X ~2 S X-23p

FCK) = [x—?_] :{

Ahora, x -2 2 0 significa x > 2'y x -2 < O significa x < 2. La funcion queda definida
ast:

-(x-2) $¢ X-2¢o

X-2 8¢ X%

Figy =] x-4 =
-(x-2) S¢ X<«

S¢ hubura tatdo o funcis Fex) = | X +4] MU gt dar (g
asd —”Sﬁt’) S¢ {‘{nﬁo la  Funciona Fu):-lx+a) Cfd»-w'q

0

-1
CU Rl aset P %_?.
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Fijense ahora esta otra funcién: f(x)= [ x|- 2. ¢ serd igual que la anterior?

RTA: NO. Voy a hacer una tabla con valores y la represento:

X IXh-2

o |- Funclgp
1 -1 & IX

2 o -2
-4 -4

Es decir, lo que pasa es que todo el grdfico se va para abajo en 2 unidades.
Si tuviera f(x) = | a.x | me queda como la| x| pero mds abierta o mds cerrada.
Supongamos que a = 2. Le doy valores a x y me queda:

2 x| Y e—Fy=lazxi
o 2

2 { ‘S

p o 1

Es v, al Nad"!f 2 2 adm{“ro ”\(z-o ?J&L ta Foncion Ceo
cerrora . boo Xl &re asiv N | La lex| 28 agis .

¢ Cudl es la pregunta ? ¢ Qué para que sirve la funcién médulo ?

Rta: Eeehhhhmmm... Que se yo. Para nada. La matemadtica es asi. Uno define cosas
y después se pone a jugar con ellas. ¢ Cémo? ¢ Que ? ¢ Que estoy chapita ? Si, si,
los matemadticos estamos re-chapitas ! ( Risas )

EL CASO DEL MOVIMIENTO RECTILINEQ Y UNIFORME

Este es un tema de fisica. ¢ Alguien cursa fisica ? En fisica la ecuacion de la
posicién de un mévil que se mueve con movimiento rectilineo y uniforme es:

X(t) = X+ v (T -1)

Esta es una funcion lineal. V es la velocidad del mdvil y x, es la posicion inicial.
( Es el lugar de donde salid). t, es la hora en el momento de salir.

Sitengoelcasodeque x,=0yt,=0 = mequeda: xm=v.t

Esta es una ecuacion del tipoy =m x . Acday yo lallamé x y a x la llamé t. Lo
demds es lo mismo.
Si tuviera por ejemplo xn=2 Km/h.t , la representacién seria:
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t
Lo que tienen que ver acad es que si la velocidad del mavil es positiva, la recta va a ir

asi: " . Si la velocidad fuera negativa, la recta iria asi ™\, . Esto es porque en el
grdfico x = f(1), la velocidad del movimiento es la pendiente. Si los 2 méviles tuvie-
ran la misma velocidad pero uno estuviera 3 Km. mds adelante que el otro, el grdfico

quedaria:
3 <«—— Igual pendiente
< Son paralelas

Esto es porque la velocidad es la PENDIENTE. Si los tipos tienen igual velocidad, las
dos rectas deberdn ser paralelas (no importa de donde hayan salido)

DISTANCIA ENTRE 2 PUNTOS

Che, anoten esto porque lo toman. Supongamos que tengo 2 puntos P1y P.. Las
coordenadas del punto P1son ( x1, y1 ). Las coordenadas del punto P2 son ( x2, y2 ).

A
Y DISTANCIA

T
o

>‘4

) ppp——

2

Entonces la distancia que va de P; a P> se calcula con esta formula:

P, P2) = \ (Y2 Y1 )2+ (=%, )

No voy a hacer la deduccién de esta formula choclaza. Pero si lo pensds un poco, vas
a ver que sale de plantear el teorema de Pitdgoras en el triangulo formado entre los
puntos Py P2.

Che, ahora ojo, entiendan lo que estoy diciendo. Cuando digo " calcular la distancia"
me estoy refiriendo efectivamente a la distancia real que hay de un punto a otro.
O seaq, la distancia que vos podrias ir y medir con una regla sobre el papel.

Vamos a un ejemplo:
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CALCULAR LA DISTANCIA QUE HAY ENTRE
LOSPUNTOSP:1(1,4)YP2(3,2)

Solucién: Bueno, hago un dibujito y escribo la férmula

N P1(4/H3 .
{»L{ l/d (// DiStancig,
-+t -=-- ??2(3/2)

|
+
\
|
L
1

{
{
- L
A

3

K

La distancia va a ser:  d(Py, P,) = \/ (Y2-Y1)*+ (=%, )°

Entonces: d(P1, P2) = (2 - 4)2+ (3 - 1)

> dPi,Po) = (-2)+ (2 =8

Raiz de 8 es mds o menos 2,82. Si hicieras el dibujito en escala en un papel, la
distancia entre P; y P, medida con una regla te daria 2,82 cm.
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FUNCIONES LINEALES - EJERCICIOS DE PARCIALES

Vamos a resolver algunos ejercicios que saqué de parciales.

L MATEMATICA PRIMER PARCIAL TEMA 4

APELLIDO: O T S NOMBRES:...... ....ccceunnn +.D.N,I: .
1 2 3 4 HOTA

— = TNscrRIPTO EN : sepe: CIUDAD. pras:MitEviey
><| M B B M HORARIO: € D23 . Avtadl§.

cnnnscTnn=ENO;%&Lm1,

En cada ejercicio escriba los razonamientos que justifican la respuesta

1) Hallar todos los puntes de la recta y=3x que estéin a distancia v40  del
origen de coordenadas.

Solucion: Esos puntos estdn sobre la recta y = 3x — son de la forma P = (a, 3a)

Nos dan la distancia al centro de coordenadas: \/Zl_d( o seaq, al punto (O, 0)).
Entonces, usamos la formula de distancia entre dos puntos:

dP1, P2) = (v, — 1)* + (%, — x,)°

V40 = \(3a—0)" + (a-0)’
40=10a’
=4 -lal =vV4=2

Nos dan dos resultados para a. Entonces tenemos dos puntos:

a=2 - | P=(2,6) y a=-2 > | P=(-2,-6)
M  MATEMATICA PRIMER PARCIAL TEMA 2 AS|MDU
APELLIDO ¢ e NOMBRES ¢ DN Tt
INSCRIPTO EN: SEDE: .o DIAS ! oo
HORARIO: oo, AULA: oo
CORRECTOR : s .

En cada ejercicio escriba 1los razonamientos que justifican la respuesta

1. Escribir como intervalo o como unidén de intervalos el conjunto

A ={x e R/ 4 > 5}
X
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Solucion: Pasamos multiplicando la x — hay que ver las dos opciones
-Six>0 5> 455x 5 x<%5 > x e (0;%s)

-Six<0 - 4<5x — x>%5 — nopuede ser las dos cosas a la vez

Entonces, ese conjunto es igual a intervalo | (0 ; */s)

\( MATEMATICA PRIMER PARCIAL TEMA 3
APELLIDO: =" . .NOMBRES: .
1 3 q: HBTA
O 1A Ly | o | Bbee)
[y

COWRECTON : 7

En cada ejercicio escriba los razonamientos gue justifican la respuesta

5
X+4

1. Escribir el conjunto A={xeR/ <1} como intervalo o como unién

de intervalos.

Solucion: Nos piden que escribamos el conjunto A como un intervalo o union de

intervalos. Entonces: 5
_ 92 <1
(x+4)

Despejemos: ()(34' 1<0 Me conviene sacar denominador comin ( x + 4 )

5 1.(x+4)<O =) 5-x-4 <0

(x+4) (x+4) (x+4)
1-x <
= x+ 4 0

Para que toda la fraccion sea negativa hay dos posibilidades:

Caso1l: (1-x)<0 y(x+4)>0

Despejando de (1-x) <0 me queda que 1< x, 0 sea x > 1. También se tiene que
cumplir que (x +4 ) >0, o sea, x > - 4 . Representemos esto en una recta numérica:

L [

IR
-4 01

Muy bien. La solucion que cumple con las dos desigualdades alavez es S;=(1; + o)

-

o T
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Caso 2: Se tiene que cumplirque (1-x)>0 y(x+4)<0

De(1-x)>0 mequedaquel>x.De (x+4)<0 mequedaquex <-4
Representemos en una recta las dos desigualdades:

L]
STy
3 01

La solucién que cumple con las dos desigualdades es S = (- ; - 4 ). Ahora bien la
solucién total es la unién de estos intervalos:

S2USi=(-o;-4)U(1,+)

1L

|
-4 0 1

En la recta se veria asi:

Rta: La solucidn al conjunto Aes (- ; -4)U (1, +e)

FIN FUNCIONES LINEALES
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FUNCIONES CUADRATICAS

FUNCIONES CUADRATICAS

¢ Qué es una funcién cuadrdtica ? Rta: son las funciones que tienen esta forma:

FUNCION

_ 2 )
f(x)=ax"+bx+c <—— CUADRATICA

Fijense que el valor a no tiene que ser cero porque sino estaria en el caso de una
funcion lineal. Siempre en las funciones cuadrdticas el dominio serdn los reales y
el codominio también. El grdfico de una f cuadrdtica es una pardbola.

Vamos a graficar una funcién cuadrdtica fdcil = Por ejemploy = x?
¢ Como hago ? Bueno, le voy dando valores a x y saco los de y. Formo esta tabla

\ : ~-}(F—-F;,¢]=x‘

i L4

T

L= g

L |'|'-'||’:"|--|“'|-D ~A {

Fijense que el grdfico es simétrico. Es decir, de los dos lados es igual. La funcién

y = x* tiene la formay = a x* + b x +c. Lo que pasa es que acda vale 1y b y ¢ valen
cero. (es decir, tengo y = 1.x* + 0.x + 0). En el eje x uno mira el dominio. En el ejey
uno mira la imagen y el codominio. Puedo decir, mirando el grdfico que:

Para. F IR —> IR n fex)=x?
La tmagte M £ srds Tm (F) = [0, « o)

Ojo, es importante que recuerdes la manera de escribir intervalos !

Vamos a graficar otra funcién cuadrdtica un poco mds complicada: y = - 2 x* + 3.

Hacemos la tabla y el grdfico:

X fx)
T
34 o |3
N %
1] 1 i Z, -5
e FL“-]-‘ Y o 3 lAas
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La pardbola va para abajo. Eso pasa porque el término a es negativo. Siempre que a
sea negativo la pardbola va air asi: /" . ( Estd triste ).

Si a es positivo la pardbola va a ir para arriba. ( Sonrie )

El vértice de esta pardbola estd en el punto (O, 3 ). El mdximo estden x = 0. El eje
de simetria es el eje y. La imagen de la funcién serd: Im (f): (-o, 3]

OTRO EJEMPLO: Representary = (x -2)% + 3

£x) X

12 | ~1
| o f“H&::bliJh
4 E §
3 2

El ( x - 2) hace que toda la funcion se corra para alld — en dos unidades.
El +3 hace que toda la funcion se corra para arriba en 3 unidades.

El minimo de la pardbola estd en x = 2. El eje de simetria es la recta x = 2.
La imagen de la funcion es Im (f)=R2>3

La funcién f(x) = (x-2)?+ 3 no parece tener la forma f(x) = ax?+ bx +c. Sin embargo
es una cuadrdtica. Fijate. Hago el cuadrado del binomio y veamos que da:

f(x)=(x-2)+3=(x*-22x+2%+3

f

cuadrado del binomio
=f(x)= x®-4x+4+3
=f(x)= x*-4x+7

¢ Es lo mismo escribir la ecuacién de cualquiera de las dos maneras ?
Rta: SI, es lo mismo. Lo que pasa es que si quiero graficar, la primera manera me
permite hacerlo practicamente sin tener que hacer una tabla.

Por ejemplo quiero que dibujen a ojo esta funcién: Y = - 3( x + 1)° + 4. Vayan
pensdndolo. ¢ Listo ? Bueno. ¢ a ver que hicieron ?

El + 1 me dice que la funcion estd corrida para alld < en 1 unidad. El + 4 me dice
que la pardbola estd corrida en 4 unidades para arriba. El - del 3 indica que va para
abajo. De manera que el grdfico tiene que dar algo asi:
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= —3(x+0try
~

¢ El 3 que significa ? Bueno, solamente me dice si la pardbola va a ser mds ancha

o mds angosta. (asi / \ oasi ()

Ahora quiero poner todo esto en forma general. Supongamos que tengo la pardbola
escritaen la forma f(x)=a (X - o)+ P

Eso querrd decir que el vértice estad en el punto ()

Ojo, (o, B ), NO (- o, B ). Recuerden esto.

Si a es positiva la cosa ird para arriba \_/ (sonriente ). Si a es negativa la cosa iria
asi /N (friste).

El eje de simetria serd la recta x = o.

VERTICE DE UNA PARABOLA

Hay una cosa que se llama completar cuadrados. La deduccién no la voy a hacer.

Les voy a dar las férmulas finales. Estas férmulas sirven para escribir la pardbola
en la formay = a (x - a)? + B, si a uno se la dan escrita en la forma f(x)= ax?® + bx +c.
Las dos férmulas son:

d - b CooR-DENMADY
- s a0 EQuIS DELVERTICE

b-C - b* ¢ CooNDENADA

Ho Y bDEL VERTICE

Vamos a hacer un ejemplo. Me dan la pardbola f(x) = 2 x? - 4 x +7. Tengo: a= 2,
b=-4y c=7.Entonces:

~ = "_,b,. - -9 =1 <« X
PN 2. 2
X —ull
N L I A B TR A
1o .2 J4
=> Low eeualion Sa o i B
ch).: 2(X=1+5
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Tener formulitas asi no es muy lindo. Vamos a ver esto. ¢ Como sé donde corta la
pardbola al eje x ? Rta: Bueno, tengo que aplicar una férmula que te debés acordar.
Es la férmula de la resolvente de la cuadrdtica:

bt J/ b¥-H.a.c

-

X"l?_ = —— —

24.

Para una de las soluciones uso el signo +, y para la otra uso el signo - . De ahi saco las
2 raices X1 y Xz. Raiz quiere decir que ahi la funcién corta al eje x.

Hay 3 casos posibles. Puedo tener 2 raices, 1 raiz o hinguna raiz.
¢ Cudndo tengo dos raices ? Bueno, llamemos al término b%-4ac, discriminante (A).

* Si el discriminante es positivo, tendré dos raices.
* Si el discriminante es cero, tendré una sola raiz
* Si el discriminante es hegativo, no tendré ninguna raiz.

La representacion de los 3 casos es:

bl“iﬁc =@ (7.. rauu;)

u bt-tHac =© (vguaa raiy

[ S { EL" Yac =@ l‘a.«}l)
RECTA TANGENTE

Es una recta que roza a la funcién en un punto. Es decir, no corta a la funcion, sino
que pasa justo por ahi apenas tocdndola. Por ejemplo:

4— RECTAS TANGENTES

Supongamos que me dan: f(x) = -(x -2 )?+ 1, 1
SegUn lo que vimos el grdfico da ast: o/ T \ —
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Si me piden trazar la recta tangente a la pardbola en el punto x = 1y x = 2 tendria
que hacer lo siguiente:

sl )
M:@-'P/”

Lo que quiero que veas es esto: cuando la funcidn crece, la pendiente de la recta
tangente va a ser positiva. Cuando la funcion decrece, la pendiente de la recta
tangente va a ser negativa. ¢ y cudndo tengo un madximo o un minimo que pasa ?
Rta: Bueno, la pendiente de la recta tangente va a dar CERQ. Todo esto lo vamos
a usar mucho después cuando veamos derivadas e integrales.

Veamos un ejemplo:
Me dan la pardbolay = - (x + 1) + 2. Me piden graficarla. Eso da asi:

Las coordenadas del vértice son x = -1 ey = 2. Las escribo de la otra manera:
f(x)=-(x+1)P2+2=-(x?+2x+1)+2
= f(x)=-x*-2x-1+2

= f(x)=-x?-2x+1

¢ Cudles son las raices ? Bueno aplico la formulita:

X, b tfbt-Hac

(L

a=-1, :—llc_:dt
A

ESo Ao Xi,q = -(=2) ¥ JY—?.}L- Y (-1) T
2. (~1)

vt I} . RAices dg

=2 X =
{ -
-2 LA ECumtion
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CONJUNTO DE POSITIVIDAD

Son los valores de x en donde la funcion es positiva. Para saber donde una funcién
es positiva, lo que tengo que hacer es mirar el grdfico y ver si la curva esta por
arriba o por debajo del eje x. Eso es todo.

Si miran el grdfico van a ver que la funcion toma valores positivos para los valores
de x comprendidos entre las dos raices. Es decir:

L/"‘_\ EN ESTA Topa La
1+ FNCLON ES Pogimva

x

-1-03

ijurﬁo M Ponfllfldﬁd

Al conjunto de positividad lo vamos a designar como C. y en este caso va a ser:

CowJunmTo D&
= | -1~ —1+ra. &—
-C"' N [- 1-72 ) PosITIVIDAD
También podemos hablar de conjunto de negatividad. Ese conjunto serian los valores
del dominio tales que en ellos la funcién es negativa. Lo designamos como C.y en
este caso seria:

C.={-00, -1-V2) U [«14T2, )

nig's,

El lugar donde la funcidn no es positiva ni negativa son los x tal que en ellos la
funcion corta al eje x. Lo designamos como Co y en este caso seria:

At —c1eit
L i i

.
el ¥

Vamos a este otro ejemplo:

Hallar el conjunto de positividad de la pardbola: f(x) = (x -2 )% -2

Lo primero que hago es graficar la funcion. Veo que va para arriba y estd corrida en
2 ala derechay en 2 para abajo. Ahora hago el dibujo.

{ /F—- Foy =L X-2)5 =2
N 1/ -

N
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Para saber donde corta la pardbola al eje equis, desarrollo el binomio al cuadrado.
Lo hago para tener escrita a f en forma de ax®+ bx + c.

f(x)=(x-2)-2=(x*-22x+4)-2
= f(x)=x?-4x+4-2
= f(x)=x°-4x+2

Tengo ast: a=1 b=-4 c=2

Hago la formula - b + etc, etc y me queda:

X1:2—\/§ X2-‘-2+\/§

Los conjuntos de positividad y negatividad van a ser:
Ci=(-00,2- \/E)u(2+ \/§I+oo)
C.=(2-+2 ,2+2)

Co={2-+2:2+ 2}

Esto no es dificil. Hagan los ejercicios de la guia. Es siempre lo mismo. Grafican la
pardbola, se fijan donde corta al eje x y después hallan los conjuntos de positividad
y negatividad.

INTERSECCION ENTRE UNA RECTA Y UNA PARABOLA

Una recta y una pardbola se pueden cortar o no. Tengo los siguientes casos:

L e W

Hoy Hay 1 No hay
Pontes Solo ponto ninyin ponte

Vamos a hacer un ejemplo:

HALLAR LA INTERSECCION ENTRE LA RECTA
g(x) = 3x + 2 Y LAPARABOLA f(x) = 2x%+ 8x -1



ASIMOV -51- FUNCIONES CUADRATICAS

Bueno, lo que hago es graficar la rectay la pardbola y ver donde se cortan.

w 3, (x)=3 X+2
Fa) = TXE48X -1
—r

Lo que hice fue resolver el ejercicio graficamente. Ahora quiero resolverlo analiti-
camente. ¢ Qué hago ? A ver, piensen. Claro, tengo que igualar las dos ecuaciones
y despejar x. Entonces: Hago f(x) = g(x) :

= 2x?+8x-1=3x+2
= 2x°+8x-3x-1-2=0

= 2x°+5x-3=0

Aplico la formula para las raices de la ec. cuadrdtica y me da:

-5 +{xstiy  _s5t3 ar2,bs5,c52

X, =S tls e
H Y
= X4:‘3 J XL:i
—_————— 2

Estas son las coordenadas de x donde se cortan la rectay la pardbola. Para hallar
las coordenadas y, lo que hago es reemplazar x1y X2 en la ecuacion de f(x) o de g(x).
Si hice todo bien, tendria que dar lo mismo. Si hago eso me da:

g9(-3)=3(-3)+2=-7

g(t/2)= 3(1/2)+2=35

Entonces, los puntos de encuentro son:

P1:(‘31‘7)
1_:(12,' 3;5)
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Quiero que veas ahora otra aplicacion de todo este tema de funciones cuadrdticas.
Vamos a hacer el problema del rendimiento de la nafta.

PROBLEMA:

EL RENDIMIENTO DE NAFTA r (EN Km/LITRO) DE UN AUTOMOVIL ESTA
RELACIONADO CON LA VELOCIDAD ( EN Km/h ) POR LA FUNCION:

r(v)=-1/3v¥+60v  con0<v<180

a) HALLAR LOS VALORES DE vPARA LOS CUALES EL RENDIMIENTO DE NAFTA
AUMENTA CONv Y LOS VALORES DE v PARA LOS CUALES EL RENDIEMIENTO
DE NAFTA DISMINUYE.

b) HALLAR LA VELOCIDAD PARA LA CUAL EL RENDIEMITNO ES MAXIMO Y
CACULAR DICHO RENDIMIENTO.

a) Tengo que graficar la funcién r(v) = - 1/3 v¥ + 60 v. Esto me va a dar una pardbola
que va para abajo. Fijate que el domino estd restringido (la funcién solo 3 para
valores de v comprendidos entre O y 180 Km/h.

Para graficar, hago lo de siempre. Calculo las coordenadas del vértice.

P2
Xv::._b_ (9, \Iv_.c,..__'b__

Haciendo las cuentas me da:
Ay- 2%° . a0
z_.(-.v
Ead L -
My- 0- Lobo) 23600 2300
‘-l(-—j-) -4

El y‘a{F-\C.O Vo a doar as
ML pme I‘tndlhte.f\fa_

R ENDIMRENTO
AIMENTA

b a0 140 v

a) Entonces veo que el rendimiento de nafta aumenta en (0, 90 ) y disminuye
en (90, 180).

b) La velocidad para la cual el rendimiento es mdximo es v = 90 Km/h. El maximo
rendimiento serd r = 2.700 Km/L.
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PROBLEMA: Se lanza una pelota desde 25 m de altura. Piden hacer el grdfico de la
posicidn en funcién del tiempo y preguntan en que momento la pelota vuelve a estar
a 25 m de altura. Dan como dato la ecuacion de la posicién en funcién del tiempo que
es:  s(t)=-16 (+-3)° + 169 Parat >0

Hago el grafico de esto. Las coordenadas del vértice son ( 3, 169 ). Vamos a ver
dénde corta esta funcién al eje 1. En este caso como tengo expresada la funcién en
la formay = a (x-a.)® + B. Puedo directamente despejar directamente (t - 3)% sin
usar la formula para la ecuacién cuadrdtica. Igualo a cero:

-16 (+-3)2+169=0
= - 16 (t+ -3)° = -169

169
= (t-3)%= =
16

Los 2 signos menos se cancelan. Ahora lo que no se tienen que olvidar es que cuando

pasan el ® al otro lado como raiz cuadrada, esa raiz tiene doble signo.

Miren:
-32=290 L io3-, 19 434325
16 16
Si hubiera hecho esto aplicando la férmula para la ecuacién cuadrdtica ... ¢ me

hubiera dado lo mismo ?
Rta: Si, claro. TIENE QUE DAR LO MISMO. (Probalo). El grdfico queda:

Si me preguntan en que momento pasa otra vez por la posicion s = 25 m, la respuesta
es a los 6 segundos. Eso lo veo mirando el grafico. Uno puede evaluar s=25men la
ecuacién, pero yo quiero que vean que la pardbola es simétrica alrededor de la recta
vertical x = 3. Por eso sé que a los 6 segundos va a volver a estar a los 25 m.

De cualquiera de las 2 maneras que lo hagan estd bien. Pero no se olviden este
asunto de la simetria de las pardbolas. Puede ser que lo tengan que usar en algin
caso, como por ejemplo en éste de recién.
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FUNCIONES CUADRATICAS - EJERCICIOS SACADOS DE PARCIALES

2, Dar la ecuacién de la recta que pasa por el vértice de la pariabola
y=(x+1) (x+7) y por el punto en que dicha pardbola corta al eje y.

Este ejercicio no es complicado, sdlo tenés que leer bien el enunciado y ordenar lo
que te piden. Vamos. Tenemos que encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el
vértice de la pardbolay = (x +1) (x + 7) y pasa por el punto en que la pardbola corta
al ejey.

Calculemos el vértice de la pardbola. Como la pardbola es simétrica, las raices van a
estar a la misma distancia del vértice. Entonces a x, la podemos calcular ast:

Xy = _(ﬁr‘aiz 1+ Xraiz 22
2

Como la pardbola estd escrita como un producto, las raices estdn a la vista:

Xraiz1= -1 Y Xrdiz2 = -7

Reemplazando en la ecuacién para calcular el vértice:
X\/ = $'1!+ §'7!
2

Xy=-4
Para calcular y, reemplazamos en la ecuacién de la pardbolay = (x +1) (x + 7)
Yoz (-4+1)(-4+7)

yv=-9

Llegamos a uno de los puntos por los que pasa la recta es: P; = (-4, -9 ). Busquemos
el punto donde la pardbola corta al eje y, esto ocurre cuando x = O.

y=(0+1)(0+7)
2> y=7
El otro punto por el que pasa la recta es: P, = (O, 7). Con estos dos puntos podemos

construir la recta. Bueno, lo que hago es escribir la ecuacion de una funcién lineal:
f(x) = m x + b. Reemplazo ahora por los valores de P1y P:

f(-4)=m.(-4)+b=-9
f(0)=m.0+b=7

Esto es un sistema de 2 ecuaciones con 2 incdgnitas:
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<[—4m+b=-9
b=7

Reemplazo b en la 1°" ecuacidn para calcular m

= -4m+b=-9 = -4m+7:=-9

m=-16 | «— VALOR DE LA PENDIENTE

Rta : La ecuacién de la recta quedaasi | y=-16 x+7

2) Sea la funcién cuadridtica £ cuyo grdfico es la pardbola de vértice
V=(-4,-2) que pasa por el punto (-3,16). Hallar el conjunto de ceros y
el conjunto de positividad de la funcidén £.

La funcién cuadrdtica tiene esta forma: f(x) = ax? + bx + c. Tenemos tres
incognitas: a, by c. Entonces, necesitamos tres ecuaciones. Las sacamos de los
datos que nos dan:

- Pasa por el punto (-3 ,16) — f(-3)=a(-3)°+b(-3)+c= 9a-3b+c=16
b

- La abscisa del vérticees - 4 — x, = vk 4
a

- Pasa por el punto (-4 ,-2) > f(-4)=a (-4 +b(-4)+c=16a-4b+c=-2
Si resolvemos este sistema de tres ecuaciones, nos queda la funcién

a=18,b=144y c =286

—  f(x)=18 x® + 144 x + 286

Los ceros de esta funcion los podemos calcular con la formulita:

—bt+/b* —4ac

: — Los ceros son -1/5 'y -B3/;
a

El dominio nos queda dividido en tres intervalos (lo dividimos en los ceros).

Vemos que es positivaen | (-0, -13/3) U (-11/3 , +o)
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FUNCIONES CUADRATICAS

2. Sea f(x)= 212+;X+C .Hallar el valor de c¢c € R de manera que

la imagen de f sea el intervalo

Para el valor de

c encontrado,hallar el conjunto de positividad de f

La funcidn tiene un minimo en el vértice. La abscisa del vértice la calculamos como

b
Xy = —oa En este caso, nos da x, = -1

a

Entonces, el minimo valor de la funcién va a ser

f(-1)=3/4 (172 +3/2 () +c=c-3/4

Nos piden que la imagen de la funcion sea [-3 ; +«) — el minimo es -3

C-3/4 =-3

%

Entonces, la funcién nos queda f(x) = 3/4x?+3/2x-2/4

—b++b* —4dac

_>

C=-3+3/4

C =

-2/

Calculamos los ceros:

2a
El dominio nos queda dividido en tres intervalos:

(-:-3) > f(-4)="/4>0
(-3;1) > f(0)=-°/4 <0
(1; +0) > f(2)=1/450

-1

El conjunto de positividad es

(-2:-3)U (1 ;+)

FIN FUNCIONES CUADRATICAS



